Cours - Séquence n° 18 - Probabilités (III) Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026

Cours - Séquence n°® 18 - PROBABILITES (III) :

concentration, loi des grands nombres

Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) est un
. mathématicien frangais. Il contribue au
développement de la statistique et a ses

| applications a différents domaines (calculs
financiers, démographie,...). Il traduit les
travaux de son ami russe Tchebychev.

Pafnouti Tchebychev (1821-1894) est un
mathématicien russe. Connu pour ses travaux en
probabilité, il poursuit les recherches de
Bernoulli et Poisson. Il démontre des théorémes
limites comme la loi des grands nombres.

Soit X une variable aléatoire d’espérance u et de variance V.
Pour toutréel § > 0,P(|X —u| = 6) < :—zf

Remarques
1. |X — ul| = & signifie queXg’ lu=6;uddl
2. DoncP(|X—ul = 46) < — peut aussi s’écrire P(X 9’ ] u—=6;u—=96[) < 12
3. OnpeutdedmrequeP(IX—uI <6)=P(X€E]u-6; ;1—5[) > 1——.
4. Si8 < oouo estl'écart typede X, alors §2 < o2 et donc — > — 501t— =

52 =
Dans ce cas particulier, I'inégalité est évidente.
Exemple
On lance une piece de monnaie équilibrée 100 fois de suites et X est la variable aléatoire qui compte le nombre de
Pile obtenus.
e Lancer une piece et regarder la face obtenue constitue une épreuve de Bernoulli dont le succés est
« Obtenir Pile» de probabilité p = 0,5. On répete n = 100 fois cette épreuve de Bernoulli dans des
conditions d’'indépendance et on obtient un schéma de Bernoulli. X est la variable aléatoire qui compte le

nombre de succes « Obtenir Pile ». Donc X suit la loi binomiale 5(100 ; 0,5).
e L’espérancedeXesty =np =100 x 0,5 =50 et sa variance estV = np(1l -p) =100x% 0,5 x 0,5 = 25.

o D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout réel § > 0: P(|X — u| = 6) < -:—2.
Soit P(IX — 50| = 8) < 2. En particulier, si § = 10, alors P(IX — 50| = 10) < 0,25.
e Or,P(JX-50] <10) =1-P(J]X - 50| = 10), donc P(]X— 50| < 10) > 0,75.

e Cela signifie que la probabilité que le nombre de Pile soit dans I'intervalle ]40 ; 60[ est supérieure ou égale a
0,75.
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Remarque
On peut visualiser cette distribution des probabilités autour de la moyenne.

P( 41 <X<59 )=0.9431121

80 100

Démonstration
On applique I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec § = ko > 0.
2
Donc P(|X—u| = 8) < 51 soit P(IX — u| = ko) < — d’ou P(IX — ul = ko) < %

k202

Appliqudhs I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev dans différents cas :

P(IX—pul = 20) <0,25 P(|X — ul = 40) < 0,062 5

}if*"f*"

n-20

: u ” w+ 20
La probabilité que I'écart de X a u soit supérieure ou La probabilité que I'écart de X a u soit supérieure ou
égale a 20 est inférieure ou égale a 0,25. égale a 40 est inférieure ou égale a 0,062 5.

On peut en déduire que les écarts de X 3 u de quelques ¢ deviennent improﬁbles.

i Exemp l’e s ‘M ul el! n :%'. ] n‘ ' d. n Va 1 D 1 d ; . "v 1
Au basket, lorsqu’elle tente un lancer franc, Claire marque le panier dans 70 % des cas.
A 'entrainement sur une série de 100 lancers, on note X le nombre de paniers réussis par Claire.

1. Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance y et son écart type o.

.........................................
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3. On a écrit ci-contre un programme en langage Python
afin de simuler un échantillon de taille n de la variable aléatoire X.
Interpréter le résultat renvoyé par la fonction Distance.

” ¥ -
fo— \,:? @ik on. Dintance  acvvore. @ Coant

a.

...............................................................................................
...............................................................................................

...................................................................................................

b. Ir;;t/ca'&réter le résultat renvoyé par la fonction Echantillon.

...................................................................................................

...................................................................................................

4. Saisir ce programme et exécuter Echantillon (1000) plusieurs fois.

5. Comparer au résultat obtenu par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Que peut-on observer ?

f'{gw‘e*'“ S ¥ £ o ergoree” 7 LS aébg e ob biem. v bdie pmedia..n.

.........................................................................................................................
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3 def Distance():

4 e=78

x=0 : .

for k in range(100)
a=random()
if ac=0.7:

x=x+1
d=abs(x-e)
return 4

s=4.58 -

Y
.

for 3 in range(nd: |
~ if Distance()>=2%s:|

...............................................................
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II- LOI DES GRANDS NOMBRES

Soient :
o 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2.
o XX Xipn vanables aléatoires indgpendantes et 1dentxques qui suivent une méme loi de
‘probabilité d’espérance netde variance V constituant un échantillon X5 X253, n) Y

® ‘ieri‘='.

3 t

Pour tout réel § > 0, P(IM i) <%ﬁ.

™ |a variable aléatoire moyenne de cet échantillon.

Démonstration
Comme M,, est la moyenne de I'échantillon (X1 ; X2; ... ; X,) de n variables aléatoires suivant la méme loi
d’espérance u et de variance V, alors on peut utiliser les résultats de la séquence 13 :
e L'espérancede M, est: E(M,) =p;
e Lavariancede M, est: V(M,) = %
On applique alors 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
Pour tout réel § > 0, P(IM,, — u| = 8) < %z,soit P(IM,, yl =0)< 62

‘Exemple

Dans une société de démarchage par téléphone, on estime que 40 % des personnes appelées répondent
effectivement. La société appelle n personnes. Pour tout entier k tel que 1 < k < n, la variable aléatoire X, donne 1
si la k-ieme personne appelée répond et 0 sinon. :

e Les variable aléatoires X ; Xz ; ... ; X, sont indépendantes, identiques, de méme loi :

- d'espérancey=0x06+1x04=04; PX.=a) | 06| 04

- devariance V=06 x (0—0,4)2 +0,4 x (1—0,4)> =0,24.
e D’apresl'inégalité de concentration, pour tout réel § > 0, P(|[M, — u| = §) < 1—1%2-

Soit P(IMy, — 0,4] = 6) < 222 D2

e Danslecasoun = 1000 et § = 0,1, on obtient: P(|]M,, — 0,4| = 0,1) < 0,024.

e Cela signifie que lorsqu’on appelle 1 000 personnes, la probabilité que le nombre de pérsonnes qui
répondent soit en dehors de 'intervalle ]300 ; 500[ est inférieure ou égale a 0,024.
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Propriété : loi des grands nombres.
Soientf

e 7 un entier naturel supérieur ou égal 3 2.

o Xi;Xz;..; X, nvariables aléatoires indépendantes et identiques qui suivent une méme loi de’
probabilité d’espérance u et de variance V constituant un échantillon (X1; Xz2; ...; X,,)¢

‘Mﬁr«*zﬁ&wxﬁrﬁg{;

o (N la variable aléatoire moyenne de cet échantillon.

Pour tout réel § >0, lim | _P(IM,, —ul28)=0. ¥

Démonstration

Pour tout réel 6 > 0 donné, I'inégalité de concentration permet d’écrire: 0 < P(IM,, — u| = 6) < 62

Or, nllr{n # 0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, lirB P(IM,, —u|l =286)=0
—+00 n—+oo :

Remarque

La loi des grands nombres illustre le fait que la moyenne de I’échantillon se rapproche de I'espérance des varlables
aléatoires quand la taille de I'échantillon « devient grande ». w,

LSl

Par exemple, dans I'échantillon (X1 ; Xz ; ... ; X300) de variables aléatoires d’espérance p. 9 _ w oot
M, est la variable aléatoire moyenne de I’échantillon. ’
On consideére le nuage de points (k ; M; ) ci-contre.

M, semble se stabiliser vers 10 lorsque k devient grand.
On peut donc penser que u = 10.

ixemple Rechercher une taille d’échantillon

Dans une ville moyenne de 20 000 habitants, lors d’'une consultation portant sur la rénovation du théatre
municipal, 75 % des personnes consultées ont émis un avis positif.

On interroge n personnes et pour tout entier k tel que 1 < k < n, la variable aléatoire X; donne 1 si la k-iéme
personne interrogée est favorable au projet et 0 sinon.

1. Donner laloi de probabilité de X, son espérance u et sa variance V.

vf(y» (Ll va/zbcs.vjt (,«".__ ;La XR
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2. On note M, est la variable aléatoire moyenne de I'échantillon (X1 ; Xz; ...; Xp).
Déterminer une taille n d’échantillon afin d’obtenir pour M, une précision de 0,05 et un risque de 0,1.
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3. Déterminer une taille n d’échantillon afin d’obtenir pour M,, une précision de 0,01 et un risque de 0,05.
Peut-on raisonnablement envisager cette situation ?
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